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Plane wave scattering characteristics from multilayered periodic structures are analyzed
using hybrid Treﬀtz ﬁnite element method and conventional ﬁnite element method with
PML. Employing Treﬀtz elements to homogeneous regions between each layer, we can have
simultaneous equations with lower number of unknowns than the number of unknowns by
conventional ﬁnite elements. Comparing computation time and number of unknowns by
hybrid Treﬀtz ﬁnite element method with conventional ﬁnite element method with PML,
we conﬁrmed usefulness of hybrid Treﬀtz ﬁnite element method.
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きたハイブリッドトレフツ有限要素法 (Hybrid Treﬀtz Finite





















Fig.1 に示すような，比誘電率 d の誘電体中に，厚み h，
幅 w，表面抵抗 Zs のストリップ格子が x軸方向に pの間隔
で無限個，y 軸方向に d1 の間隔でN 層埋め込まれた多層周
期構造に，入射角 θi で TE 波あるいは TM 波が入射する散
乱問題を考える．ここに，1層目とN 層目の格子はそれぞれ
























































であり，誘導定理 (10) を用いて，境界 Γ1 上に等価電磁流源
として置き換える．ここに，r は位置ベクトル，k は波数ベ
クトルで，入射平面波の波長 λを使って，
k = xˆkx + yˆky
= xˆk0 sin θi − yˆk0 cos θi (2)
















δ(y − y0) (4)
である．式 (4)の右辺の係数 2は等価電流分と等価磁流分の
和によるもので，δ(y − y0)はデルタ関数，y0 は境界 Γ1 の y
座標である．また，電磁界 φ はフロケの定理より周期境界
条件




















































































Fig. 2 Division of analyzed region for HTFEM
である．ここに，Ω(0 ≤ x ≤ p, −∞ ≤ y ≤ ∞)は Fig.2 にお

































φ(x, y) = φpe
−jkxx (8)
と表されるので，要素内の電磁界を
φp = {N8}T {φp} (9)


















では nˆ = yˆとなり，下面の寄与分の計算では nˆ = −yˆとなる．
ストリップ格子の厚みを考慮する場合，格子の比誘電率 r は
複素比誘電率となり，導電率 σ，自由空間の波数 k0，格子の
厚み h，特性インピーダンス η0 =
√
μ0/0 で規格化された
格子の表面抵抗 R = Zs/η0 によって，
r = 1− j σ
ω0




一様均質領域 Ωul(l = 0, 1, · · · , N + 1) はそれぞれ 1 個の
トレフツ要素で分割する．トレフツ要素では支配方程式を満
足する関数で補間すること，補間関数に周期条件を課すとい























































する．半無限領域 Ω0，ΩN+1 に関する汎関数 Iu0，IuN+1 で
は，補間関数に放射条件を課すため，An,0，Bn,N+1，無限遠
での積分は形式的に消去できる．トレフツ要素の境界上の電
磁界 φ˜p は 3節点線要素に適合するように，






Fig.3 に示すように解析領域を，PML 領域 Ω0(0 ≤ x ≤
p, y1 ≤ y ≤ y1+L)，不均質領域Ω1(0 ≤ x ≤ p, y2 ≤ y ≤ y1)，











































Fig. 3 Division of analyzed region for FEM with PML
s =
{





: in Ω0 and Ω2
: in Ω1
(19)
となる．ここに，yk(k = 1, 2)は PML内側の端の y座標，RP
は PML終端の導体壁の反射係数で，平面波が垂直入射した
場合の反射係数として，例えば 1.0 × 10−4 程度の値とする















































Fig.1 において，d = 2.54，R = 0.25，d1 = 0.5p，d2 =




る．HTFEM では，解析領域の x 軸方向への分割数を Dx，
空間高調波のモード数 M = Dx として計算を行っている．
ここでは，空間高調波のモード数をM，節点数を N とした





































































速く，θi = 60◦ の TM波入射が最も収束が遅い．PML-FEM
では，Fig.3 に示す境界 Γk(k = 1, 2) から yk までの距離を
それぞれ pだけ離し，式 (19)の RP = 0.0001，PMLの厚み
L = p，解析領域の x軸方向への分割数をDx，PML領域Ω0，
Ω2 の y 軸方向への分割数をDx，領域 Ω1 の y 軸方向への分
割数を 6Dx としている．ここでは，節点数をN とした場合




Pa∞ − 1|を示している．Pa∞ は節点数N を無限大に補外
した場合の補外値である．HTFEMの場合と同様に TE波入
射に比べて TM波入射の収束は遅く，θi = 0◦ の場合に比べ
て θi = 60◦ の場合は収束が遅い．両手法ともに，TE波入射
に比べて TM 波入射の場合は収束が遅いが，これは他のい



































































Fig. 5 Dependence of relative absorbed powers on incident
angle and number of layers
くつかの手法でも同様である．例えば，フーリエ級数展開法
では TE 波よりも TM 波の級数展開の収束が遅いことが知
られており (14)，両手法でも類似したことが起きていると推
測される．
Fig.1 において，d = 2.54，R = 0.25，d1 = 0.5p，d2 =




を 80とした．PML-FEMでは，境界 Γk(k = 1, 2)から yk ま
での距離，PMLの厚み Lをともに pとし，解析領域の x軸
方向へ 80 分割，PML 領域 Ω0，Ω2 をともに y 軸方向へ 80
分割，領域 Ω1 を y 軸方向へ 80(N + 2)分割した．HTFEM
による計算結果 (実線)は PML-FEMによる計算結果 (●)と
概ね一致している．これらの計算結果は積分方程式法による

























(a) Number of nodes
























Fig. 6 Dependence of number of layers on number of nodes
and computation time for h = 0
計算結果 (15) と一致することを確認している．Fig.4で示し









な節点数と入射角 θi = 0◦の吸収電力の計算にかかる時間を，
それぞれ h = 0，h = 0.01p で調べたものである．分割数等
のパラメータは Fig.5 の解析と同様に設定し，h = 0.01p の
場合は格子領域を厚み方向に 8分割した．HTFEMはトレフ
ツ要素を用いるため，PML-FEMに比べて大幅に節点数が少
























(a) Number of nodes
























Fig. 7 Dependence of number of layers on number of nodes








の解析を行った．Fig.8 は，d = 3.4，R = 0，d1 = 0.25p，
d2 = 0.125p，w = 0.25p，h = 0 の 4 層完全導体ストリップ
格子に θi = 0◦ の (a)TE 波，(b)TM 波が入射された場合の
周波数依存性を調べたものである．HTFEM による計算結
果 (実線) と PML-FEM による計算結果 (●) は良く一致し
ている．エネルギー保存則は，HTFEMで 10−13～10−11％，
PML-FEM で 10−4～100％ 程度の範囲の誤差で満足されて
いた．










































































































(a) TE-wave (b) TM-wave
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